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１．はじめに 

 粒子法を用いた流体のシミュレーションは現在

広く行われているが、マイクロスケールの自由表

面流れを取り扱う際などには表面張力の効果を取

り扱う必要性が出てくる。表面張力は、表面積を

小さくしようとする液体の性質である。一般には

界面張力と呼ばれ、気体 -液体の界面の場合には表

面張力と呼ばれる。本研究では、粒子法の１つで

ある MPS(Moving Particle Semi-implicit)法にお

ける表面張力モデルの実装や検証を行う。 

 

２．基礎式 

2.1 粒子法 

 連続体を有限個の粒子の集合として表し、粒子

１つ１つに速度や圧力といった変数を保持させ、

連続体の挙動を粒子の運動によって計算する方法。 

 

2.2 MPS(Moving Particle Semi-implicit)法 

 MPS 法は粒子法の１つであり、連続体の挙動を

表す微分方程式の微分演算子に粒子間相互作用モ

デルを適用して離散化する。以下の重み関数を導

入し、作用効果の大きさを決定する。  

 𝑤(𝑟) = {

𝑟𝑒
𝑟

− 1

0
              

(0 ≤ 𝑟 < 𝑟𝑒)

(𝑟𝑒 ≤ 𝑟)        
 (1) 

ある粒子において重み関数の和をとったものを粒

子数密度とする。非圧縮性流れの場合、流体の密

度は一定であるため、粒子数密度も一定でなけれ

ばならない。この一定量を𝑛0とする。 

(2)は勾配モデル、 (3)はラプラシアンモデルで

ある。 

 〈𝛻𝜙〉𝑖 =
𝑑

𝑛0 ∑[
𝜙𝑗 − 𝜙𝑖

|𝑟�⃗⃗� − 𝑟𝑖⃗⃗ |
2 (𝑟�⃗⃗� − 𝑟𝑖⃗⃗ )𝑤(|𝑟�⃗⃗� − 𝑟𝑖⃗⃗ |)]

𝑗≠𝑖

 (2) 

 〈𝛻2𝜙〉𝑖 =
2𝑑

𝜆𝑛0 ∑[(𝜙𝑗 − 𝜙𝑖)𝑤(|𝑟�⃗⃗� − 𝑟𝑖⃗⃗ |)]

𝑗≠𝑖

 (3) 

ここで𝑑は次元数であり、 𝜆の計算は以下に示す。 

 𝜆 =
∑ |𝑟�⃗⃗� − 𝑟𝑖⃗⃗ |

2
𝑤(|𝑟�⃗⃗� − 𝑟𝑖⃗⃗ |)𝑗≠𝑖

∑ 𝑤(|𝑟�⃗⃗� − 𝑟𝑖⃗⃗ |)𝑗≠𝑖

 (4) 

 

2.3 非圧縮性流れ 

非圧縮性流れの支配方程式は以下の２式である。 

 

 

 
𝐷𝜌

𝐷𝑡
= 0 (5) 

 
𝐷�⃗� 

𝐷𝑡
= −

1

𝜌
𝛻𝑃 + 𝜈𝛻2�⃗� + 𝑔  (6) 

 (5)は密度 𝜌が一定の式、 (6)はナビエ -ストーク

ス方程式である。(6)の右辺第１項から圧力勾配項、

粘性項、重力項である。 

 

3．表面張力モデル 

3.1 CSF(Continuum Surface Force)モデル 

CSF モデルでは以下のように表面張力を粒子に

働く力としてモデル化する。 

 
𝐷�⃗� 

𝐷𝑡
= −

1

𝜌
𝛻𝑃 + 𝜈𝛻2�⃗� + 𝑔 +

1

𝜌
𝜎𝜅𝛿�⃗�  (7) 

右辺最後の項が表面張力項である。 𝜎は表面張

力係数、𝜅は曲率、𝛿は表面張力が表面にのみ働く

ためのデルタ関数、 �⃗�  は表面と垂直な単位法線ベ

クトルである。 

 

3.1.1 自由表面判定 

 表面張力は表面に位置する粒子のみに働くもの

とし、判定には以下の条件を用いる。  

 𝑛∗ < 𝛽𝑛0          (𝛽 < 1.0) (8) 

 

3.1.2 曲率の計算 

 自由表面粒子に対して、曲率の計算のために (1)

とは異なる重み関数を用いて粒子数密度を計算す

る。 

 𝑤𝑠𝑡1(𝑟) = { 
1
0
              

(0 ≤ 𝑟 < 𝑟𝑒
𝑠𝑡)

(𝑟𝑒
𝑠𝑡 ≤ 𝑟)        

 (9) 

 𝑛𝑖
𝑠𝑡1 = ∑𝑤𝑠𝑡1(|𝑟�⃗⃗� − 𝑟𝑖⃗⃗ |)

𝑗≠𝑖

 (10) 

𝑟𝑒
𝑠𝑡  は初期粒子間距離を 𝑙0とすると、経験的に 3.1𝑙𝑜  

を用いる。曲率が 0 の界面の粒子数密度𝑛0
𝑠𝑡はシミ

ュレーションの初期に計算し、以後一定値を使い

続ける。表面は、パラメータ𝛽に依存する厚さを

持ち、内側に存在する粒子の粒子数密度は過大評

価されるため、粒子数密度を修正し𝑛𝑖
𝑠𝑡2とする。

凸表面では𝑛𝑖
𝑠𝑡2 < 𝑛0

𝑠𝑡、凹表面では𝑛𝑖
𝑠𝑡2 > 𝑛0

𝑠𝑡となる

ため、𝑛𝑖
𝑠𝑡2と𝑛0

𝑠𝑡の比から曲率が計算できる。  
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3.1.3 単位法線ベクトルの計算 

 ある粒子 𝑖の周囲４点の粒子数密度を (9)と (10)

を用いて計算する。この４点は𝑥, 𝑦方向に上下左右

𝑙0離れた位置とする。これらの粒子数密度の重み

づけにより、表面張力の働く方向を決定する。  

 

3.2 粒子間力モデル 

 粒子法の表面張力の計算は、分子間力に似た粒

子間力で計算できることが知られている。粒子間

力を利用した表面張力モデルでは、気液界面の相

互作用を粒子間力で直接定式化でき、CSF モデル

における計算の不安定化を招きやすい法線ベクト

ルと曲率の計算を必要としない。  

 

3.2.1 粒子間力 

 表面上の粒子 𝑖に働く、周辺粒子 𝑗からのポテン

シャル力𝑓𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗ を以下のように計算する。 

 𝑓𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗ = −
𝜕𝛷

𝜕𝑟𝑖𝑗

𝑟𝑖𝑗⃗⃗  ⃗

𝑟𝑖𝑗
 (11) 

 𝛷(𝑟𝑖𝑗) = 𝐶𝜑(𝑟𝑖𝑗) (12) 

 𝜑(𝑟𝑖𝑗) = {
−

1

3
(𝑟𝑖𝑗 −

3

2
𝑙0 +

1

2
𝑟𝑠) (𝑟𝑖𝑗 − 𝑟𝑠)

2
     (𝑟𝑖𝑗 < 𝑟𝑠)

0                                                               (𝑟𝑖𝑗 ≥ 𝑟𝑠)
 (13) 

ここで (12)はポテンシャルエネルギーである。𝐶は

定数であり、平面状の気液界面の Bakker の式を用

いて求める。 (13)はポテンシャル関数である。  

 
図 1 粒子 𝑗から 𝑖に働くポテンシャル力  

 

粒子 𝑖に働く力𝐹𝑖
⃗⃗ は周辺粒子からのポテンシャル力

𝑓𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗ の総和となる。最終的な粒子 𝑖に働く体積力𝐹𝑣
⃗⃗  ⃗を

以下のように計算する。  

 𝐹𝑣⃗⃗  ⃗ = 𝑆𝑖

𝑑

𝑉0
[(

1

1
𝑁

∑ sin(𝜑𝑖𝑗)
𝑁
𝑗

) − 1]𝐹𝑖⃗⃗  (14) 

ここで𝑉0は 𝑙0
3、𝑁は半径 𝑟𝑠領域内の近傍粒子数、𝑆𝑖は

凹凸係数であり凸形状の界面で 1、凹形状の界面

で-1 となる。 

 

 

3.3 壁面濡れモデル  

 液体と固体が接する際、それぞれが持つ表面張

力の作用により液体表面が固体近傍でなす角 𝜃が

一定となる。これを接触角といい、濡れやすさの

指標となる。 

 
図 2 濡れ性  

 

本モデルでは、液体と固体の組み合わせによる

静的接触角をシミュレーション初期に与え、壁面

近傍の粒子の表面張力の働く向きを修正すること

で接触角を制御する。  

 

4．表面張力シミュレーション 

4.1 無重力下での液滴振動 

  

  
図 3 1 周期の液滴振動シミュレーション結果  

 

4.2 重力下での壁面濡れ広がり  

 

  
図 4 壁面濡れシミュレーション結果  

 

5．今後の課題 

・液滴振動での左右非対称崩れの改善  

・粒子間力モデルの計算不安定性の改善 

 

参考資料 

・「粒子法」 越塚誠一 

・「粒子法における表面張力モデルの開発」  

石井英二、杉井泰介  

接触角 30 度  接触角 120 度  


